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摘要：设计了利用计算全息图（ＣＧＨ）作为零位补偿器来检测三次位相板的光学系统，最重要的两个理论问题是三次位

相在空间传播过程中产生的波像差的具体形式和经过ＣＧＨ衍射后衍射级次的分离。本文推导了三次位相在传播过程

中产生高阶像差的理论公式，并由公式得出高阶项随着传播距离的增大而增大的结论。讨论了检测光波经过ＣＧＨ衍

射后衍射级次分离的理论过程。设计了一个用ＣＧＨ检测三次位相板的系统作为例证，通过在ＣＧＨ位相方程中引入高

阶项四次项和五次项，使得残余波像差从原来的０．７５λ降至０．００７λ。实验得到的传播过程中的波像差及衍射级次的分

离，都与理论推导相吻合。
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１　引　言

　　三次位相板作为一种波前编码
［１］元件以其能

够提高系统性能，减少光学系统质量，简化光学系

统的结构等突出优点，正在逐渐成为新颖的光电

成像系统的关键元件之一。然而因其非旋转对称

的复杂面型，传统光学零位补偿器［２］（如 Ｏｆｆｎｅｒ

补偿器）显然已经无法应用于其检测系统中。

１９７１年Ｊ．Ｃ．Ｗｙａｎｔ提出了计算全息（Ｃｏｍｐｕｔｅｒ

ＧｅｎｅｒａｔｅｄＨｏｌｏｇｒａｍ，ＣＧＨ）
［３］技术检测非球面，

这是由于计算全息图可以产生想要的任意形状的

波前，将其应用于三次位相板的检测是一种非常

好的途径。

对于三次位相板的检测，要设计ＣＧＨ 作零

位补偿器的检测系统，最重要的是要理解三次位

相在传播过程的高次波像差的影响和衍射级次的

分离这两个问题。尤其是第一个问题是设计旋转

对称的非球面的检测系统时尚未涉及过的。

本文详细推导了三次位相在传播中产生的高

阶像差的公式，给出了各阶像差的具体形式，由公

式得到高阶项随传播距离犾的增大而增大，且满

足一个指数增大的关系。讨论了计算全息图再现

时检测光波经过ＣＧＨ衍射后衍射级次分离的理

论过程，给出了检测波与邻近衍射级次分离距离

的表达式。设计了一个用ＣＧＨ检测三次位相板

的系统作为例证，说明了无论是传播过程中的波

像差还是衍射级次的分离，都得到与理论推导相

吻合的结果。

２　引入的波像差公式推导
［４］

　　 三次位相传播过程中会引入高阶像差。其

中有两种形式的像差：映射偏差（ｍａｐｐｉｎｇｄｉｓｔｏｒ

ｔｉｏｎ）和各点光程差不等造成的偏差（ＯＰＬｄｉｆｆｅｒ

ｅｎｃｅ）。映射偏差是指波面传播过程中的坐标发

生变换；光程差的不同是指当波前传播时不同的

光线走过的距离不等。最后产生的波像差是这两

种像差共同作用的结果，如图１所示。

　　在狓狔平面内三次位相的波面方程如下：

犠（狓，狔）＝α（狓
３＋狔

３）， （１）

式（１）的一阶导数即为三次位相的波前在该平面

内的斜率，可以表示成下式：

　犠′（狓，狔）＝ｉ犠狓′＋ｊ犠狔′＝ｉ３α狓
２＋ｊ３α狔

２， （２）

图１　三次位相波前在空间传播

Ｆｉｇ．１　Ｗａｖｅｆｒｏｎｔｐｒｏｐａｇａｔｉｏｎｏｆｃｕｂｉｃｐｈａｓｅｉｎｓｐａｃｅ

式（１）的二阶导数为：

　犠″（狓，狔）＝ｉ犠狓″＋ｊ犠狔″＝ｉ６α狓＋ｊ６α狔， （３）

当波前传播到一个新的平面狓′狔′的位置，且新平

面与狓狔平面沿狕轴的距离为犾，犠２（狓′，狔′）是在

新坐标系下的新的波前表述：

狓′＝狓＋犠狓′（狓）·犾，狔′＝狔＋犠狔′（狔）·犾，（４）

犠２（狓′，狔′）＝犠ｍａｐ（狓′，狔′）＋犠ＯＰＤ（狓′，狔′）＝

犠１（狓，狔）＋犾／ｃｏｓθ－犾＝

犠１（狓′－犠′狓（狓）犾，狔′－犠狔′（狔）犾）＋犾／ｃｏｓθ－犾＝

α［（狓′－犠狓′（狓）犾）
３＋（狔′－犠狔′（狔）犾）

３］＋犾／ｃｏｓθ－犾，

（５）

这里θ是光线和狕轴的夹角：

　ｔａｎθ＝ （犠′狓（狓）犾）
２＋（犠狔′（狔）犾）槡

２／犾＝

犠′２狓（狓）＋犠
′２
狔（狔槡 ）， （６）

即：

１／ｃｏｓθ＝ 犠′２狓（狓）＋犠
′２
狔（狔）＋槡 １， （７）

通过泰勒展开，可以得到：

犠狓′（狓）＝犠狓′（狓′－Δ狓）＝

犠狓′（狓′）－犠狓″（狓′）·Δ狓＝

犠狓′（狓′）－犠狓″（狓′）·犠狓′（狓′）·犾，（８）

假设犾很小，若讨论的三次位相板的系数和半径

犚亦很小，则上式中第二项可以忽略不计，那么

有：
犠狓′（狓）≈犠狓′（狓′）， （９）

犠ｍａｐ（狓′，狔′）＝

α［狓
′３－３狓′２犠狓′（狓′）犾＋３狓′犠

′２
狓（狓′）犾

２－犠′３狓（狓′）犾
３＋

狔
′３－３狔

′２犠狔′（狔′）犾＋３狔′犠
′２
狔（狔′）犾

２－犠′３狔（狔′）犾
３］＝

α［狓
′３－９α狓

′４犾＋２７α
２狓′５犾２－２７α

３狓′６犾３＋

狔
′３－９α狔

′４犾＋２７α
２
狔
′５犾２－２７α

３
狔
′６犾３］＝

α（狓
′３＋狔

′３）－９α
２犾（狓′４＋狔

′４）＋

２７α
３犾２（狓′５＋狔

′５）－２７α
４犾３（狓′６＋狔

′６）， （１０）

犠ＯＰＤ（狓′，狔′）＝犾／ｃｏｓθ－犾＝

犾· 犠′２狓（狓′）＋犠
′２
狔（狔′）＋槡 １－犾，（１１）
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假设θ很小，那么犠狓′，犠狔′很小，只考虑泰勒展开

后的低阶项。

犠ＯＰＤ（狓′，狔′）＝犾· 犠′２狓（狓′）＋犠
′２
狔（狔′）＋槡 １－犾≈

１

２
［犠′２狓（狓′）＋犠

′２
狔（狔′）］＝

９

２
犾α

２（狓′４＋狔
′４）， （１２）

由式（１１）、（１２）可得狓′狔′面内的总的波前：

犠２（狓′，狔′）＝α（狓
′３＋狔

′３）－
９

２
α
２犾（狓′４＋狔

′４）＋

２７α
３犾２（狓′５＋狔

′５）－２７α
４犾３（狓′６＋狔

′６）＋… ， （１３）

ｃｕｂｉｃ（狓′，狔′）＝犽［α（狓
′３＋狔

′３）－
９

２
α
２犾（狓′４＋狔

′４）＋

２７α
３犾２（狓′５＋狔

′５）－２７α
４犾３（狓′６＋狔

′６）＋… ］， （１４）

这里ｃｕｂｉｃ（狓′，狔′）是三次位相传播距离犾后的位

相方程，单位是弧度，其中，犽＝２π／λ为波矢量。

式（１４）说明了三次位相在传播过程中引入了

高阶波像差，并且偶数阶的像差的系数与奇次项

的系数具有相反的符号，高于三次项的高阶项差

都随着犾的增大而增大，若犾很小，可以只考虑四

次项，若犾较大，更高阶的像差（狓′５＋狔
′５）、（狓′６＋

狔
′６）…便不可忽略，可以用来修正最终的波前。

３　衍射级次的分离

　　 离轴光学全息图可以看成是物光波和倾斜

参考波相叠加而形成的干涉图，光强分布为：

　　犐（狓０，狔０）＝犃
２＋犗２（狓，狔）＋２犃犗（狓，狔）

ｃｏｓ［２πνｔｉｌｔｙ′狔′－（狓，狔）］， （１５）

其中，νｔｉｌｔｙ′是倾斜参考光波的空间频率，（狓，狔）是

物光波的相位分布，犃、犗分别是参考波和物光波

的振幅。νｔｉｌｔｙ′的大小决定了其再现时各级次的衍

射波分开的情况。

同样，在设计计算全息图零位补偿器的时候

要考虑在ＣＧＨ 的位相方程中加入一定的倾斜，

从而使检测光波和其他级次的衍射波能够完全分

离。如图２所示，衍射１级光为检测光波，其他级

次的衍射光波被小孔光阑滤掉。

图２　检测系统示意图

Ｆｉｇ．２　Ｓｋｅｔｃｈｏｆｔｅｓｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

空间频率的定义可以写成下式［５］：

ν狓＝－
１

２π
·

（狓，狔）

狓
，ν狔＝－

１

２π
·

（狓，狔）

狔
，（１６）

经ＣＧＨ补偿后各级次衍射波的相位写为：

犿ＣＧＨ′（狓，狔）－′ｃｕｂｉｃ（狓，狔）， （１７）

于是谱面上各衍射级次的空间频率可写为：

　　　　　　ν犿狓＝－
１

２π
·
［犿ＣＧＨ′（狓，狔）－′ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］

狓
＝

－
１

２π
·
犿ＣＧＨ（狓，狔）＋ｔｉｌｔ·

狓［ ］狉 － ｃｕｂｉｃ（狓，狔）＋ｔｉｌｔ·
狓［ ］｛ ｝狉

狓
＝

－
１

２π
·
 ［犿ＣＧＨ（狓，狔）－ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］＋ （犿－１）ｔｉｌｔ·

狓［ ］｛ ｝狉

狓
　， （１８）

　　　　　　ν犿狔＝－
１

２π
·
［犿′ＣＧＨ（狓，狔）－′ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］

狔
＝

－
１

２π
·
犿′ＣＧＨ（狓，狔）＋ｔｉｌｔ·

狔［ ］狉 － ′ｃｕｂｉｃ（狓，狔）＋ｔｉｌｔ·
狔［ ］｛ ｝狉

狔
＝

－
１

２π
·
 ［犿ＣＧＨ（狓，狔）－ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］＋ （犿－１）ｔｉｌｔ·

狔［ ］｛ ｝狉

狔
　， （１９）

其中，ｔｉｌｔ是加入的位相倾斜量，单位是弧度。狉为 归一化半径，单位是ｍｍ。ＣＧＨ（狓，狔）、ＣＧＨ′（狓，狔）
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分别是引入位相倾斜前后的ＣＧＨ 的位相方程；

ｃｕｂｉｃ（狓，狔）、′ｃｕｂｉｃ（狓，狔）分别是三次位相板引入倾

斜前后的位相方程。这里ＣＧＨ引入位相倾斜后

需在三次位相板加入同样的倾斜以使得检测光波

回到光轴上来。

对于＋１级衍射光波（检测光波），犿＝１，且

ＣＧＨ（狓，狔）＝ｃｕｂｉｃ（狓，狔），故ν１狓＝０，ν１狔＝０。

对于其它级次的衍射光，由以上两个式子，可

知其衍射波面的空间频率是：

ν犿狓＝－
１

２π
·
［（犿－１）·ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］

狓
－
（犿－１）

２π
·ｔｉｌｔ
狉

ν犿狔＝－
１

２π
·
［（犿－１）·ｃｕｂｉｃ（狓，狔）］

狔
－
（犿－１）

２π
·ｔｉｌｔ
狉

烅

烄

烆
，

（２０）

可见在像面处检测光波（＋１级光波）的空间频率

近似为零，而其它级次的空间频率均不为零。

由上式可知，决定各个衍射级次分离的空间

频率是：

νｔｉｌｔ狓＝νｔｉｌｔ狔＝（犿－１）ｔｉｌｔ／２π狉， （２１）

其中式（２０）、（２１）仅仅适用于本文讨论的待检面

为三次位相板的情形。

当在像面处设置光阑时，各衍射级次的截止

情况取决于光阑的截止频率：

νｃｕｔｏｆｆ＝
狉′

λ犔
， （２２）

其中，狉′为光阑半径，犔 为光阑到照明系统的距

离。显然，光阑越小，截至频率越低，越有利于滤

掉不必要的级次。然而实际上照明系统的误差和

待检的三次位相板元件的制作误差都使得光阑不

能任意小。

本文最关心的是＋１级衍射光与其邻近的衍

射级次的分离情况，易知影响＋１级衍射光和

０级、＋２级衍射光的分离的那部分空间频率：

｜νｔｉｌｔ狓′｜＝｜νｔｉｌｔ狔′｜＝ｔｉｌｔ／２π狉， （２３）

应该满足条件：

νｃｕｔｏｆｆ≤νｔｉｌｔ′＝槡２·ｔｉｌｔ／２π狉， （２４）

容易得到：

狉′≤槡２λ犔ｔｉｌｔ／２π狉， （２５）

即在光阑到照明系统的距离一定的情况下，ＣＧＨ

位相方程中加入的倾斜量越大，针孔光阑便可以

做的越大一些。

４　模拟实验验证

　　 下面以本文设计完成的用ＣＧＨ检测三次位

相板的检测系统的具体参数为实例，来验证前面

理论推导的准确性。

４．１　三次位相传播过程的像差公式的验证

该检测系统是用ＣＧＨ的１级（或－１级）衍

射光产生与待检的三次位相板完全相反的波前，

即ＣＧＨ作为零位补偿器。在Ｚｅｍａｘ软件中设计

时，ＣＧＨ所在面的表面类型设为“ｂｉｎａｒｙ１”（非旋

转对称的二元面），倘若三次位相在传播过程中没

有引入高阶次像差（对于三次项而言），则仅需要

用二元面的三次项“Ｘ３Ｙ０，Ｘ０Ｙ３”补偿即可；而

若三次位相在传播过程中引入了高阶像差，则须

加如四次项“Ｘ４Ｙ０，Ｘ０Ｙ４”、五次项“Ｘ５Ｙ０，

Ｘ０Ｙ５”甚至其它更高阶项去补偿。

系统的设计波长为６３２．８ｎｍ，待检的三次位

相板的口径为１３ｍｍ，α＝０．００００７ｍｍ
－２，ＣＧＨ

到待检面的距离犾＝６ｍｍ，由式（１３）可以算出三

次位相传播过程中的波像差的三次项为：

狑３＝α（狓
３＋狔

３）＝７×１０－５（６．５３＋６．５３）＝

３８．４４７５μｍ＝６０．７５８λ， （２６）

四次项为：

　狑４＝－
９

２
α
２犾（狓４＋狔

４）＝

－４．５×０．００００７２×６（６．５４＋６．５４）＝

－０．２３６１６μｍ＝－０．７４６４λ， （２７）

五次项为：

　狑５＝２７α
３犾２（狓５＋狔

５）＝

２７×０．００００７３×６２（６．５５＋６．５５）＝

０．０１２２λ， （２８）

表１为在Ｚｅｍａｘ软件中的ＣＧＨ 的各项系

数、对应的波像差与理论算出的波像差的关系，表

中最后一行数据分别是ＣＧＨ 方程中引入三次

项，三和四次项，三、四和五次项检测系统的补偿

残余波像差（如图３）。

表１　犆犌犎对应波像差与理论波像差的关系

Ｔａｂ．１　Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐｂｅｔｗｅｅｎｔｈｅａｂｅｒｒａｔｉｏｎｏｆ

ＣＧＨａｎｄｔｈｅｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎ

三次项 四次项 五次项

各项理论波像差 　６０．７５８λ －０．７４６４λ 　０．０１２２λ

ＣＧＨ对应波像差 －６０．７５８λ 　０．７４７７λ －０．０１２３λ

残余波像差 　０．７４９０λ 　０．０１４６λ 　０．００７３λ
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（ａ）ＣＧＨ中仅引入三次项

（ａ）Ｊｕｓｔａｄｄｉｎｇｔｈｅ３ｒｄｔｅｒｍ

（ｂ）ＣＧＨ中引入三次项和四次项

（ｂ）Ａｄｄｉｎｇｔｈｅ３ｒｄａｎｄｔｈｅ４ｔｈｔｅｒｍｓ

（ｃ）ＣＧＨ中引入三、四次项和五次项

（ｃ）Ａｄｄｉｎｇｔｈｅ３ｒｄ，ｔｈｅ４ｔｈａｎｄｔｈｅ５ｔｈｔｅｒｍｓ

图３　设计的检测系统的残余波像差

Ｆｉｇ．３　Ｒｅｓｉｄｕａｌａｂｅｒｒａｔｉｏｎｓｏｆｄｅｓｉｇｎｅｄｔｅｓｔｉｎｇｓｙｓｔｅｍ

　　由表１中数据可以看出，ＣＧＨ的各项系数对

应的波像差与理论算出的波像差仅相差一个负

号，二者绝对值相等。因为检测中就是用ＣＧＨ

产生的波像差去补偿待检的三次位相板的波像

差，故符号是相反的。ＣＧＨ 方程中仅引入三次

项，仍有较大的残余波像差０．７４９λ；而引入三次

项和四次项，残余波像差降为０．０１４６λ；引入三、

四、五次项，残余波像差仅为０．００７３λ。需要指

出的是这里的残余波像差包含了图２中所示的准

直系统的波像差，但是设计准直系统的残余波像

差仅为０．００２２λ，这与三、四、五次项的像差（表

１）相比可以认为是很小的。

由上面的设计得到的数据，有力地说明了三

次位相传播过程中会引入高阶次的波像差，同时

很好的验证了式（１３）的正确性。

４．２　衍射级次分离

在设计中，光阑面（级次分离的谱面）到照明

系统的距离为犔＝５１．５ｍｍ，ＣＧＨ位相方程中在

狓、狔 方 向 加 入 的 位 相 倾 斜 都 为 １００ λ

（６２８．３１８ｒａｄ）。使得衍射级次得以如图４所示。

（ａ）没有引入位相倾斜

（ａ）Ｂｅｆｏｒｅａｄｄｉｎｇｔｈｅｐｈａｓｅｔｉｌｔ

（ｂ）引入了位相倾斜

（ｂ）Ａｆｔｅｒａｄｄｉｎｇｔｈｅｐｈａｓｅｔｉｌｔ

图４　ＣＧＨ引入位相倾斜前后衍射级次的分离

Ｆｉｇ．４　ＳｅｐａｒａｔｉｏｎｏｆｄｉｆｆｒａｃｔｉｏｎｏｒｄｅｒｓｆｏｒＣＧＨｂｅ

ｆｏｒｅａｎｄａｆｔｅｒａｄｄｉｎｇｐｈａｓｅｔｉｌｔ
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　　由式（２５）可以算出光阑的最大孔径为：

狉′＝槡２λ犔ｔｉｌｔ／２π狉＝

０．６３２８×１０－３×５１．２×６２８． 槡３１８× ２／２π×６．５＝

０．７０４８ｍｍ

而在Ｚｅｍａｘ中光线追迹得到的１级光和相邻的

级次分离开的距离是犱＝１．４０８／２＝０．７０４ｍｍ。

可见通过理论计算得到的结果和运用光线追迹得

到的结果是一致的。

通过这个实例，本文应用了前面的理论公式

对ＣＧＨ的具体形式加入的高阶项进行了修正，

而修正的结果又恰恰证明了所推导的结论的正确

性。光线追迹也验证了衍射级次分离的表述。

５　结　论

　　 详细推导了三次位相在空间传播时产生的

高阶像差的公式；根据离轴光学全息图的再现时

级次分离原理，并将其合理推广到复杂波面的计

算全息干涉图中，推导了检测波（１级衍射光）与

邻近衍射级次分离开距离的表达式。对于利用

ＣＧＨ作为零位补偿器的复杂面形的检测系统设

计具有一定的指导意义。

根据推导的三次位相在传播过程中产生的波

像差的理论公式，设计了一个用ＣＧＨ 检测三次

位相板的系统作实例，通过在ＣＧＨ 位相方程中

引入了高阶项四次项和五次项，使得残余波像差

从原来的０．７５λ降至０．００７λ。１级光和相邻的

级次分离的距离由文中所推到的公式算出的结果

和由光学设计软件得到的结果分别为０．７０４８

ｍｍ和０．７０４０ｍｍ，结果是一致的。无论是三次

位相的高阶像差还是衍射级次的分离情况，都得

到了与理论推导相吻合的结果。
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